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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ðßäà ïðîöåñ-
ñîâ, èçó÷àåìûõ â ôèçèêå, õèìèè è áèîëîãèè ÷àñòî âîçíèêàþò çàäà÷è, â êî-
òîðûõ âìåñòî êëàññè÷åñêèõ êðàåâûõ óñëîâèé äëß äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ çàäàíà îïðåäåëåííàß ñâßçü çíà÷åíèé èñêîìîé
ôóíêöèè íà ãðàíèöå îáëàñòè è âíóòðè íåå. Çàäà÷è ñ óñëîâèßìè òàêîãî òèïà,
íàçûâàåìûå íåëîêàëüíûìè, âñå ÷àùå ïðèâëåêàþò âíèìàíèå ñïåöèàëèñòîâ.
Áîëüøîé âêëàä â èññëåäîâàíèå íåëîêàëüíûõ çàäà÷ âíåñëè Áèöàäçå À. Â.,
Ñàìàðñêèé À. À., Äåçèí À. À., Èëüèí Â. À., Ìîèñååâ Å. È., Æåãàëîâ Â. È.,
Íàõóøåâ À. Ì., Êàëüìåíîâ Ò. Ø., Ðåïèí Î. À. è äð.
Ñðåäè íåëîêàëüíûõ çàäà÷ áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëßþò çàäà÷è ñ èí-
òåãðàëüíûìè óñëîâèßìè. Òàêîãî ðîäà óñëîâèß âñòðå÷àþòñß, íàïðèìåð, ïðè
ìîäåëèðîâàíèè ßâëåíèé, ïðîèñõîäßùèõ â ïëàçìå, ïðîöåññîâ ðàñïðîñòðàíå-
íèß òåïëà, íåêîòîðûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïðîöåññîâ âëàãîïåðåíîñà
â ïîðèñòûõ ñðåäàõ , à òàêæå â îáðàòíûõ çàäà÷àõ è â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷å-
ñêîé áèîëîãèè ïðè îïèñàíèè äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè ïîïóëßöèè îñîáåé è â
çàäà÷àõ äåìîãðàôèè.
Ïîßâëåíèå óñëîâèé èíòåãðàëüíîãî âèäà ïîðîæäåíî îãðàíè÷åííûìè âîç-
ìîæíîñòßìè äëß èçìåðåíèß òåõ èëè èíûõ ðåàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé îáëàñòè.
Âïåðâûå, âîçìîæíî, çàäà÷ó ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèßìè äëß äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ðàññìîòðåë Äæ.Ð. Êýííîí
(J.R. Cannon, 1963).1 äëß óðàâíåíèß òåïëîïðîâîäíîñòè. Â ïîñëåäíåå âðåìß
ñòàëè ïîßâëßòüñß ðàáîòû, ïîñâßùåííûå òàêèì çàäà÷àì äëß ðàçëè÷íûõ òè-
ïîâ óðàâíåíèé (ñì. ðàáîòû Í.È. Èîíêèíà, Í.È. Þð÷óêà, Â.Ë. Êàìûíèíà,
À.Ì. Íàõóøåâà è äðóãèõ àâòîðîâ). Èññëåäîâàíèß â ýòîé îáëàñòè íà÷àòû
ñ ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Íåñêîëüêî ïîçæå ïîäîáíûå
çàäà÷è íà÷àëè èññëåäîâàòü äëß óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.
Èññëåäîâàíèå çàäà÷ c èíòåãðàëüíûìè óñëîâèßìè ñâßçàíî ñ äîâîëüíî
áîëüøèìè òðóäíîñòßìè, ïîñêîëüêó ïðèñóòñòâèå íåëîêàëüíûõ óñëîâèé çà-
òðóäíßåò ïðèìåíåíèå ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ. Ïðåäñòîèò åùå ìíîãîå ñäåëàòü
ïî èññëåäîâàíèþ ýòèõ çàäà÷, ïî ðàçðàáîòêå ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ èõ ðåøåíèß.
Òàêèì îáðàçîì, òåìà èññëåäîâàíèß äèññåðòàöèè ßâëßåòñß àêòóàëüíîé
êàê ñ ÷èñòî ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèß, òàê è ñ òåîðåòè÷åñêèõ ïîçèöèé.
Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ ðàáîòû ßâëßåòñß äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè
òðåõ íåëîêàëüíûõ çàäà÷ ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèßìè äëß ìíîãîìåðíîãî ãè-
1Cannon J.R. The Solution of the Heat Equation Subject to the Specification of Energy.
Quart. Appl. Math. 21. (1963). P.155-160.
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ïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèß.
Îáùàß ìåòîäèêà èññëåäîâàíèß. Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñß àïïàðàò òå-
îðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèè ôóíêöèé è
ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, à òàêæå íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèé Áåññåëß.
Íàó÷íàß íîâèçíà.
1). Äëß óðàâíåíèß ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, ìíîãîìåðíîãî ïî ïðîñòðàí-
ñòâåííûì ïåðåìåííûì, âïåðâûå ðàññìîòðåíû çàäà÷è ñ íåêëàññè÷åñêèì
óñëîâèåì, âûðàæàþùèì íîðìàëüíóþ (êîíîðìàëüíóþ) ïðîèçâîäíóþ ÷åðåç
èíòåãðàë.
2). Âïåðâûå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñ íåëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì
äëß ìíîãîìåðíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèß.
3). Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèß äîêàçàíà îäíîçíà÷íàß ðàç-
ðåøèìîñòü â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ïîñòàâëåííûõ íåëîêàëüíûõ çàäà÷
ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèßìè äëß ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèß ïðè îïðåäå-
ëåííûõ îãðàíè÷åíèßõ íà çàäàííûå ôóíêöèè â èíòåãðàëüíûõ óñëîâèßõ, íà
ïðàâóþ ÷àñòü è íà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèß.
Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ßâëßþòñß íîâûìè.
Òåîðåòè÷åñêàß è ïðàêòè÷åñêàß çíà÷èìîñòü. Ïîëó÷åííûå â äèññåð-
òàöèîííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû èìåþò âàæíîå çíà÷åíèå â òåîðèè äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, à òàêæå ßâëßþòñß ïîëåçíû-
ìè â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. Îíè ßâëßþòñß âêëàäîì â òåîðèþ íåëîêàëüíûõ
çàäà÷, ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-
íûìè, à òàêæå ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè.
Àïðîáàöèß ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü
è îáñóæäàëèñü:
 íà íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû "Óðàâíåíèß ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-
êè"ïîä ðóêîâîäñòâîì äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðà
Ôèëàòîâà Î.Ï. â Ñàìàðñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå â 2003-2006 ãã.
 íà êîíôåðåíöèè "Òðóäû Ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà èìåíè
Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî"â 2005 ãîäó, ã. Êàçàíü.
 íà Âòîðîé Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàòåìàòèåñêîå ìî-
äåëèðîâàíèå è êðàåâûå çàäà÷è¿ â 2005 ãîäó, ã. Ñàìàðà.
 íà XII Ðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè. - Ñàìàðà: ÏÃÀÒÈ, 2005.
 íà Òðåòüåé Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìî-
äåëèðîâàíèå è êðàåâûå çàäà÷è¿ â 2006 ãîäó, ã. Ñàìàðà.
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 íà Âîðîíåæñêîé âåñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå "Ïîíòðßãèíñêèå ÷òå-
íèß - XVII"â 2006 ãîäó, ã. Âîðîíåæ.
 íà âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèß è èõ
ïðèëîæåíèß"â â 2005 ãîäó, ã. Ñàìàðà.
 íà ñåìèíàðå êàôåäðû "Âûñøàß ìàòåìàòèêà"Ñàìàðñêîé ãîñóäàðñòâåí-
íîé àêàäåìèè ïóòåé ñîîáùåíèß â 2006 ãîäó, ã. Ñàìàðà.
Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáî-
òàõ [1][10].
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèß ñîñòîèò èç ââåäåíèß, òðåõ
ãëàâ, ñîäåðæàùèõ ÷åòûðíàäöàòü ïàðàãðàôîâ, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 55
íàèìåíîâàíèé, âêëþ÷àß ðàáîòû àâòîðà. Îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëßåò 91
ñòðàíèöó ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà.
Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Âî ââåäåíèè äàíî îáîñíîâàíèå àêòóàëüíîñòè òåìû äèññåðòàöèè, îïðåäåëåí
îáúåêò èññëåäîâàíèß è óêàçàíà ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè ïðîáëåìû, ïîñòàâ-
ëåíà öåëü è çàäà÷à èññëåäîâàíèß, ïðèâåäåíî êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòà-
öèè.
Âî ââåäåíèè ðàññìîòðåíû èñòîêè âîçíèêíîâåíèß íåëîêàëüíûõ çàäà÷, îá-
îñíîâàí òåîðåòè÷åñêèé è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ê òàêèì çàäà÷àì, óêàçàíû
ñóùåñòâóþùèå òðóäíîñòè ïðè èõ èññëåäîâàíèè. Ñîäåðæèòñß îáñòîßòåëüíûé
îáçîð ðàáîò, ïîñâßùåííûõ çàäà÷àì ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèßìè äëß óðàâíå-
íèé ïàðàáîëè÷åñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïîâ. Ðàññìàòðèâàþòñß ðàáîòû,
â êîòîðûõ èçó÷åíû çàäà÷è, áëèçêèå ê èçó÷àåìîé â äàííîé äèññåðòàöèè.
Ïåðâàß ãëàâà ñîñòîèò èç øåñòè ïàðàãðàôîâ.
Ïåðâûé ïàðàãðàô ïîñâßùåí ïîñòàíîâêå çàäà÷è è îïðåäåëåíèþ îáîáùåí-
íîãî ðåøåíèß çàäà÷å ñ ëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì äëß âîëíîâîãî
óðàâíåíèß.
Ðàññìàòðèâàåòñß óðàâíåíèå
L0u ≡ utt −4u = f(x, t) (1)
â öèëèíäðå QT = {(x, τ) : x ∈ Ω ⊂ Rn, 0 < τ < T}, ãäå Ω - îãðàíè÷åííàß
îáëàñòü â Rn ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, è äëß íåãî ñòàâèòñß çàäà÷à ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèßìè Êîøè
u(x, 0) = ϕ(x) (2)
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K(x, y)u(y, t) dy, x ∈ ∂Ω, (4)
ãäå ϕ(x), ψ(x),K(x, y) çàäàíû, à ST = {(x, t) : x ∈ ∂Ω, 0 < t < T} - áîêîâàß
ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà QT . ST - ãëàäêàß ïîâåðõíîñòü.




















f(x, t) v(x, t) dx dt+
∫
Ω
ψ(x) v(x, 0) dx. (5)
Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Íàçîâåì îáîáùåííûì ðåøåíèåì èç W 12 (QT ) çàäà-
÷è (1)- (4) ôóíêöèþ u(x, t) ∈ W 12 (QT ), óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèþ (2) è
òîæäåñòâó (5) äëß ëþáîé ôóíêöèè v ∈W 12 (QT ), òàêîé, ÷òî v(x, T ) = 0.
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ââåäåíû îñíîâíûå ïîíßòèß è îïðåäåëåíèß, à òàêæå
ïðèâåäåíû îñíîâíûå ôîðìóëû è òåîðåìû, èñïîëüçóåìûå â äèññåðòàöèè.
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíà ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû è ïîëó÷åíà
àïðèîðíàß îöåíêà âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè w, íåîáõîäèìàß äëß äîêàçà-
òåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèß ðåøåíèß çàäà÷è.
Òåîðåìà 1.3.1.
Ïóñòü f(x, t) ∈ L2,1(QT ), ϕ(x) ∈ W 12 (Ω), ψ(x) ∈ L2(Ω), ôóíêöèß K(x, y)
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x,




(K2(x, y) + |∇xK(x, y) |2) dx dy = R < ∞. Òîãäà çàäà÷à (1)-(4) èìååò
åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå èç W 12 (QT ).
Ïîëó÷åíà àïðèîðíàß îöåíêà ðåøåíèß çàäà÷è (1)-(4).
Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèß
çàäà÷è (1)-(4).
Â ïßòîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû ìåòîäîì Ãàëåðêèíà äîêàçàíî ñóùå-
ñòâîâàíèå ðåøåíèß çàäà÷è (1)-(4).
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Â øåñòîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ðàäèàëüíûõ
êîëåáàíèßõ ãàçà â öèëèíäðè÷åñêîé òðóáêå - çàäà÷à ñ èíòåãðàëüíûì óñëîâè-
åì:










r u(r, t) dr + g(t). (8)
Îíà ðåøåíà ïóòåì ñâåäåíèß ê ñòàíäàðòíîé çàäà÷å.
Âòîðàß ãëàâà, ñîñòîßùàß èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ, ïîñâßùåíà çàäà÷å
ñ ëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì äëß îáùåãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíå-
íèß.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû ïðèâîäèòñß ñëåäóþùàß ïîñòàíîâêà
çàäà÷è.
Ðàññìàòðèâàåòñß óðàâíåíèå











ai(x, t)uxi + b(x, t)ut+
+a(x, t)u = f(x, t) (9)
â öèëèíäðå QT = {(x, τ) : x ∈ Ω ⊂ Rn, 0 < τ < T}, ãäå Ω - îãðàíè÷åííàß
îáëàñòü â Rn ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, è äëß íåãî ñòàâèòñß çàäà÷à ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèßìè Êîøè
u(x, 0) = ϕ(x) (10)







cos(n, xi) |ST =
∫
Ω
K(x, y)u(y, t) dy, x ∈ ∂Ω, (12)
ãäå ϕ(x), ψ(x),K(x, y) çàäàíû, à ST = {(x, t) : x ∈ ∂Ω, 0 < t < T} - áîêîâàß
ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà QT . ST - ãëàäêàß ïîâåðõíîñòü.
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ai(x, t)uxiv + b(x, t)utv+














f(x, t) v(x, t) dx dt+
∫
Ω
ψ(x) v(x, 0) dx. (13)
Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Íàçîâåì îáîáùåííûì ðåøåíèåì èç W 12 (QT ) çàäà-
÷è (9)- (12) ôóíêöèþ u(x, t) ∈ W 12 (QT ), óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèþ (10) è
òîæäåñòâó (13) äëß ëþáîé ôóíêöèè v ∈W 12 (QT ), òàêîé, ÷òî v(x, T ) = 0.
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû ïîëó÷åíà àïðèîðíàß îöåíêà ðåøå-
íèß.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàß
Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü f(x, y) ∈ L2,1(QT ), ϕ(x) ∈ W 12 (Ω), ψ(x) ∈ L2(Ω),
ßäðî K(x, y) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ
sup
x∈Ω
|K(x, y) | ≤ R(y),











, ai, b, a
∣∣∣ ≤ µ1,∫
Ω
R2(y) dy = R1 <∞.
Òîãäà çàäà÷à (9)-(12) èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå èç W 12 (QT ).
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû äîêàçûâàåòñß åäèíñòâåííîñòü ðåøå-
íèß çàäà÷è (9)-(12).
Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû ìåòîäîì Ãàëåðêèíà äîêàçûâàåòñß
ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèß çàäà÷è (9)-(12).
Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñß íåëîêàëüíàß çàäà÷à ñ íåëèíåéíûì
èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì äëß ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèß.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå òðåòüåé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñß óðàâíåíèå
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ai(x, t)uxi + b(x, t)ut+
+a(x, t)u = f(x, t) (14)
â öèëèíäðå QT = {(x, τ) : x ∈ Ω ⊂ Rn, 0 < τ < T}, ãäå Ω - îãðàíè÷åííàß
îáëàñòü â Rn ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, è ïîñòàâèì äëß íåãî çàäà÷ó ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèßìè Êîøè
u(x, 0) = ϕ(x) (15)







cos(n, xi) |ST =
∫
Ω
K(x, y, t, u(y, t)) dy, x ∈ ∂Ω, (17)
ãäå ϕ(x), ψ(x),K(x, y, t, u(y, t)) çàäàíû, à ST = {(x, t) : x ∈ ∂Ω, 0 < t < T} -
áîêîâàß ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà QT .












ai(x, t)uxiv + b(x, t)utv+














f(x, t) v(x, t) dx dt+
∫
Ω
ψ(x) v(x, 0) dx. (18)
Îïðåäåëåíèå 3.1.1.Íàçîâåì îáîáùåííûì ðåøåíèåì èçW 12 (QT ) çàäà÷è
(14)- (17) ôóíêöèþ u(x, t) ∈ W 12 (QT ), óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèþ (15) è
òîæäåñòâó (18) äëß ëþáîé ôóíêöèè v ∈W 12 (QT ), òàêîé, ÷òî v(x, T ) = 0.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì òðåòüåé ãëàâû ßâëßåòñß ñëåäóþùàß
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Òåîðåìà 3.2.1.
Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèß:











, ai, b, a
∣∣∣ ≤ µ1,





R2(y, t) dy = R1 <∞,





F (y, t) dy =M1 <∞,
∣∣∣∣∂K(x, y, t, u)∂t











2 dt =M3 <∞.
Òîãäà çàäà÷à (14)-(17) èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå èç W 12 (QT ).
Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå òðåòüåé ãëàâû ìåòîäîì Ãàëåðêèíà äîêàçûâàåòñß
ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèß ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.
Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäè-
òåëþ Ë.Ñ.Ïóëüêèíîé çà ïîñòîßííîå âíèìàíèå, ïîìîùü è âñåñòîðîííþþ
ïîääåðæêó.
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